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А. В. Липницкий1
Институт математики Национальной академии наук Беларуси, Минск, Республика Беларусь
О НЕУСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
МИЛЛИОНЩИКОВА, ЗАВИСЯЩИХ ОТ ВЕЩЕСТВЕННОГО ПАРАМЕТРА 
(Представлено академиком Н. А. Изобовым)
Аннотация. Рассматриваютcя однопараметрические семейства линейных дифференциальных систем второго 
порядка, матрица коэффициентов которых зависит от вещественного параметра и представляет собой на каждом 
нечетном отрезке времени единичной длины диагональную матрицу, а за каждый четный отрезок времени матрица 
Коши системы осуществляет поворот на некоторый угол, аффинно зависящий от параметра. Ранее автором уста-
новлена положительность старшего показателя Ляпунова такой системы, рассматриваемого как функция параметра, 
на множестве положительной меры Лебега в случае, когда диагональная часть матрицы коэффициентов не зависит 
от параметра и отделена от нуля. В доказательстве этого результата существенно используются комплексные мат-
рицы специального вида. В настоящей работе приводится другой способ доказательства данной теоремы, основан-
ный на применении равенства Парсеваля для тригонометрических сумм. Помимо этого, рассмотрен частный случай 
описанных выше систем, характеризующийся тем, что диагональная часть матрицы коэффициентов не зависит от 
времени и достаточно велика, а углы поворота определяются максимальной степенью двойки, которая делит номер 
соответствующего отрезка времени. Для таких систем в случае непрерывной зависимости коэффициентов от пара-
метра доказано существование такого его значения, при котором соответствующая система неустойчива.
Ключевые слова: линейная дифференциальная система, старший показатель Ляпунова, вещественный пара-
метр, равенство Парсеваля
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ON THE INSTABILITY OF THE MILLIONSHCHIKOV LINEAR SYSTEMS DEPENDING  
ON A REAL PARAMETER 
(Communicated by Academician Nikolai A. Izobov)
Abstract. The present article considers one-parameter families of second-order linear differential systems with a coeffi-
cient matrix depending on the real parameter, which is a diagonal matrix at each odd time interval of unit length. The Cauchy 
matrix is the rotation matrix at each odd time interval, whereas the angle is the sum of a parameter value and some real num-
ber. Earlier, it has been has proved that the upper lyapunov exponent of each such a system, which is considered to be the 
function of parameter, is positive on the set of the positive lebesque measure if the diagonal part of the coefficient matrix is 
independent on a parameter and separated from zero. The proof of this result essentially uses a complex matrix of special 
type. In recent article, the author has given another way to prove this theorem based on implementing the Parseval equality for 
trygonometric sums. Besides, the author considers the special case of the above systems. Now the diagonal part of the coeffi-
cient matrix is time-independent and is sufficiently big, whereas the rotation angle is defined by a maximum degree of two 
that divides the number of the corresponding time interval. For such a system, in the case of a continious coefficient depen-
dence on a parameter it is proved that such a value exists, at which the corresponding system is unstable.
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Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных дифференциальных систем 
 2= ( ) , , 0,x A t x x tµ ∈ ≥   (1µ)
с матрицами 
( )diag[1, 1], 2 2 < 2 1,
( ) :=
( ) , 2 1 < 2 ,
k
k
d k t k
A t
b J k t k
µ
µ − − ≤ −
 µ + − ≤
 где ,k∈  
0 1
= ,
1 0
J
 
 − 
 и веществен- 
ным параметром ;µ  условия, которым удовлетворяют числа kb ∈ и функции ( ) : ,kd ⋅ →   
будут указаны ниже.
В [1] доказано, что старший показатель Ляпунова системы (1µ), рассматриваемый как 
функция параметра ,µ  положителен на множестве положительной меры Лебега в случае, когда 
( )kd ⋅  не зависят от µ и выполнено условие ( ) > 0,k kd d dµ ≡ ≥  .k∈  В доказательстве этого 
результата существенно используются комплексные матрицы специального вида. В настоящей 
работе приводится другой способ доказательства теоремы из [1], основанный на применении 
равенства Парсеваля для тригонометрических сумм.
Пусть ,nα ∈  ,n∈  – произвольные числа. Положим 
 20 12 (2 1)( ) ( ) > 2 , := , .k n nkd d b k− −µ ≡ µ α ∈   (2)
 Обозначим через ( , ),AX t sµ  , 0,t s ≥  матрицу Коши системы (1µ). Для любого ϕ∈ матрицу 
поворота на угол ϕ по часовой стрелке обозначим через 
cos sin
( ) .
sin cos
U
ϕ ϕ 
ϕ ≡  − ϕ ϕ 
Можно показать, что в случае, когда матрица ( )Aµ ⋅  определяется условиями (2), для любого 
k∈ справедливо равенство 1 21(2 , 0) = ( ) (2 , 0).k kA k k AX U X
+
+µ µ
α −α
Системы с коэффициентами, выбранными согласно (2), обладают рядом свойств, позво ля-
ющих строить однопараметрические семейства с различными асимптотическими характерис-
тиками. В частности, если последовательность =1{ }n n
∞α  сходится, то матрица ( )Aµ ⋅  есть равно-
мерный по 0t ≥  предел последовательности периодических матриц. В. М. Миллионщиков 
использовал такие системы в [2; 3] (см. также [4]) для доказательства существования неправиль-
ных по Ляпунову линейных дифференциальных систем с предельно периодическими и квазипе-
риодическими коэффициентами.
Предложенные в этих работах методы требуют получения оценок собственных значений 
и векторов матрицы Коши системы (1µ). Критерий Е. А. Барабанова [5] правильности линейной 
системы, состоящий в точности ее сингулярных показателей, инициировал другой подход, 
состоящий в применении сингулярного представления матрицы Коши (см. (5
n
) ниже).
В настоящей работе при выполнении условий (2) и в случае непрерывной функции ( )d ⋅  
доказано существование такого значения параметра ,µ∈  при котором соответствующая систе-
ма (1µ) неустойчива.
Положим ( )1( ) = ,
de µη µ  1( ) := 0.ψ µ  Для каждого k∈ определим рекуррентно вещественные 
числа 1kη ≥  и kψ  следующим образом. Обозначим := 2 .k k kξ ψ + α + µ  Поскольку 1kη ≥  и, следо-
вательно sh(2ln ) 0,kη ≥  найдутся единственные 11 k+≤ η ∈ и 1 1[ 2 , 2 ),k − −ϕ ∈ − π π  такие что вы-
полнены равенства 
  1sh ln = (sh(2ln )) | cos |,k k k+η η ξ  (3)
 
(ch(2ln ))ctg , sin = 0,
ctg =
0, sin = 0.
k k k
k
k
/η ξ ξ
ϕ  ξ
  (4)
Наконец, полагаем 1 = (1 sgncos ).2 4
k
k k k+
ϕ π
ψ ψ + + − ξ
Л е м м а 1. Для любых ,n∈  µ∈ при выполнении условий (2) имеет место представление 
 1:= (2 1, 0) = ( )diag[ , ] ( ).nn A n k k nY X U U−µ − ψ η η ψ  (5n) 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольное .k∈
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Из (3) и (4) вытекают равенства 
 
2 (4)2 2 2 2
2 2(3) 1 12 2
2
ch(2ln ) = (ch (2ln ))(1 t ) (tg ) ch (2ln ) =
cos
1 sh ln ch ln
= (1 tg ) sh (2ln ) = .
cos coscos
=
=
k
k k k k
k
k k
k k
k kk
g
+ +
 η
η + ϕ ξ + η ϕ 
   η η
+ ξ + η +    ξ ξξ    
Поэтому, ввиду следующей из включения 1 1[ 2 , 2 )k
− −ϕ ∈ − π π  оценки 
 cos 0,kϕ ≥  (6) 
выполняется соотношение
  1ch(ln )cos = (ch(2ln )) | cos | .k k k k+η ϕ η ξ   (7) 
В силу (4) и (6) справедливы равенства 
  
(4), (6)
sgnsin = (sgn cos ) sgntg sgntg = (sgn cos ) sgnsin .=k k k k k kϕ ϕ ϕ ξ ξ ξ  (8) 
Вследствие (3) и (7) верны соотношения 
 
(7) (3)2 2 2 22 2
1 1 1
(3) 2 2 22
(ch(ln )sin ) = (ch ln )(1 ) 1 (ch ln ) (ch (2ln ))cos cos
1 ( )(ch (2ln ) ch (2ln )) = sin .cos
= =
=
k k k k k k k
k k k k
+ + +η ϕ η − ϕ + η − η ξ
+ ξ η − η ξ
Отсюда и из (8) вытекает равенство 
  1(ch ln )sin = (sgn cos )sin , ,k k k k k+η ϕ ξ ξ ∈. (9) 
Для любого [0, 2 1)kt∈ −  его целую часть [ ]t  можно единственным образом представить 
в виде ( )[ ] = 2 ( ) 1,p tt l t −  где 0 ( ), ( )p t l t≤ ∈  и ( )l t  не делится на 2. Если = 0,p  то 
( ) = diag[1, 1] = ( 2 ).kA t A tµ µ− +
Так как < 2 1,kt −  то ( ) < .p t k  Поэтому 2k – p(t) делится на 2, и, следовательно, число ( )( ) 2k p tl t −+  
нечетно. Тогда, поскольку ( ) ( )[ 2 ] = [ ] 2 = 2 ( ( ) 2 ) 1,k k p t k p tt t l t −+ + + −  выполняются равенства 
( 2 ) = ( ),kp t p t+  ( )( 2 ) = ( ) 2 .k k p tl t l t −+ +  Отсюда в случае когда > 0,p  ввиду (2), следуют 
соотношения 
(2)
( ) ( 2( ) ( ) = ( ) = ( 2 ).)=
k
p t kp t
A t J J A tµ µ+µ + α µ + α +
В силу справедливого, таким образом, для любого [0, 2 1)kt∈ −  равенства ( 2 ) = ( )kA t A tµ µ+  
верно соотношение 
 1(2 1, 2 ) = (2 1, 0) = .k k kA A kX X Y+µ µ− −  (10) 
Отсюда, с учетом (2), следуют равенства 
 
(2),(10)1 1
1 = (2 1, 0) = (2 1,2 ) (2 , 2 1) (2 , 0) ( ) .=k k k k k kk A A A A k k kY X X X X Y U Y+ ++ µ µ µ µ− − − µ + α  (11)
Для любого { 1,1},δ∈ −  вследствие (3) и (7), выполняются соотношения
 
(3), (7)
1 1
2 2
1 1 1 1
2 2
1 1
cos = cos (ch(2ln ) sh(2ln )) (cos )ch(ln ) sh ln =
= ( ( / 2))(ch(ln ) sh ln ) ( ( / 2))( sh(ln ) ch ln ) =cos sin
= ( / 2) ( / 2).cos sin
k k k k k k k
k k k k k k
k kk k
+ +
+ + + +
δ −δ
+ +
η ξ ξ η + δ η ϕ η + δ η
ϕ η + δ η + ϕ δ η − η
η ϕ −η ϕ
 (12) 
 Справедливы равенства ( ) ( ) 10 01 1 1= (1, 0) = diag[ , ] = diag[ , ],
d d
AY X e e
µ − µ −
µ η η  влекущие за со-
бой верность (51).
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Предположим, что соотношение (5
n
) справедливо для некоторого = .n k∈  Тогда, в силу 
(11), выполняются равенства 
  
(5 )(11) 1 1
1 ( ) ( )diag[ , ] (2 )diag[ , ] ( ).= =
k
k k k k k k k k k k k kY Y U Y U U U
− −
+ ζ ψ η η ψ +µ + α η η ψ  (13) 
Отсюда, ввиду (9) и (12), вытекают соотношения
 
2(13) (9),(12)
1 1 1 2
0 0 cos sin
( ) ( ) ( ) =
0 0 sin cos
= =
k k k k k
k k k k
k k k k k
U Y U U+ − − −
 η η    η ξ − ξ
−ψ −ψ ξ          η η ξ η ξ     
 
1 1 12 2(9),(12) 1 1 1 1
1 1 1 2 2
1 1 1 1
( / 2) ( / 2) 2 ( )sincos sin(sgncos ) =
2 ( )sin ( / 2) ( / 2)cos sin
= k k k k k k kk
k k k k k k k
− − −
+ + + +
− − −
+ + + +
 η ϕ −η ϕ − η + η ϕ
ξ   η + η ϕ η ϕ −η ϕ 
 
1 1
1 11 1
1 1
0 0
= (1 sgncos ) = ( ) ( ).
2 2 20 0
k k
k k k k k
k k
U U U U U
+ +
+ +− −
+ +
η η   π ϕ ϕ     − ξ ψ −ψ ψ −ψ           η η        
Таким образом, имеет место соотношение (5
k+1). Отсюда, по индукции, следует справедли-
вость равенства (5
n
) для любого .n∈  Лемма доказана.
Л е м м а 2. Для любой непрерывной функции ( ) :[ , ] ,f a b⋅ →  , ,a b∈  такой, что 
( ) < ( ),f a c d f b≤ ≤  найдется отрезок [ , ] [ , ]p q a b⊂  такой, что выполняется равенство 
([ , ]) = [ , ].f p q c d
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 1 := { [ , ] : ( ) }.K s a b f c∈ µ ≤
Поскольку 1,a K∈  существует 1:= sup .p K  В силу непрерывности функции ( )f ⋅  верно равенство 
 ( ) = .f p c  (14) 
Положим 2 := { [ , ] : ( ) }.K s p b f s d∈ ≥  Поскольку, по условию леммы, 2 ,b K∈  найдется 
2:= inf .q K  В силу непрерывности ( )f ⋅  справедливо равенство 
 ( ) = .f q d  (15) 
Обозначим := [ , ].S p q  Очевидно, имеет место включение 
 ( ) [ , ].f S c d⊂  (16) 
Из равенств (14) и (15), с учетом непрерывности функции ( ),f ⋅  по теореме о промежуточном 
значении имеем включение ( ) [ , ].f S c d⊃  Отсюда и из (16) следует равенство ( ) = [ , ].f S c d  
Лемма доказана.
Т е о р е м а 1. Для любых ,nα ∈  n∈ и любой непрерывной функции ( )d ⋅  при выполнении 
условий (2) найдется µ∈ такое, что старший характеристический показатель системы (1µ) 
положителен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых ,γ∈  > 0ε  обозначим
 1 1( ) := { [ 2 , 2 ]:| sin( ) | < sin }.V − −ε γ κ∈ − π π κ − γ ε
Зафиксируем произвольное 0 .k≤ ∈
Определим множество 1kW +  равенствами 
 1 1 1 1 11 1 12
=1
:= [ 2 , 2 ], := [ 2 , 2 ] \ ( ( 2 )), 1.2
k
k j k j
j
W W V k− − − − −+ − − −− π π − π π α − π ≥−
Для любых {1, , },j k∈   {0,1}δ∈  обозначим 1 12 := 2 (1 2 )(2 2 ).j kj j − − − −−δβ α − π + − δ −
Для каждого {1, , 2 }j k∈   найдется единственное 1 1( ) ( 2 , 2 ],j k − −β ∈ − π π  такое что 
| sin ( ) | = | sin ( ) | .j jk kβ β
274 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2019, vol. 63, no. 3, pp. 270–277
Положим 10 ( ) := 2 ,k
−β − π  12 1( ) := 2 .k k −+β π
Найдется перестановка σ множества {0, , 2 1},k +  для которой последовательность 
2 1 1 1
( ) =0{ ( )} ( 2 , 2 ]
k
j jk
+ − −
σβ ⊂ − π π  не убывает.
Граница 1kW +∂  множества 1kW +  удовлетворяет включениям 
 1 1 1 2 11 1 =02
=1
{ 2 , 2 } ( ( 2 )) { ( )} .2
k
k
k j k j j j
j
W V k− − − ++ − − −∂ ⊂ − π π ∂ ζ − π ⊂ β−   (17)
Для = 0,2j k обозначим 
 1 1, ( ) ( 1) , ( 1) ( ):= 2 ( ( ) ( )), := 2 ( ( ) ( )),j k j j j k j jb k k c k k− −σ σ + σ + σβ +β β −β
 1 1, 1 , , , 1:= { [ 2 , 2 ]:| sin( ) | sin }, := { {0, , 2 }: }.j k j k j k k j k kL b c I j k b W− −+ +ζ∈ − π π ζ − ≤ ∈ ∈
Справедливы равенства , 1 ( ) ( 1)= [ , ],j k j jL + σ σ +β β  = 0, 2 ,j k  влекущие в силу (17) за собой 
соотношение , 1= .k i ki I kW L +∈
Обозначим 1=1:= 2 ,
k j
k js j
− −∑  1 := 0.s
Предположим, что для любого ,n∈  ,n k≤  существует множество ,kM ⊂   представимое 
в виде объединения отрезков , 2 1 2= [ , ] ,j k j jM −µ µ ⊂   1,kj I −∈  и удовлетворяющее соотношениям 
  (9 )2sh ln ( ) 2 , ,
ksk
k kM
−η µ ≥ µ∈  (18
k
)
  , , 1{sin ( ) | } = {sin | }, ,k j k j k kM L j I −ψ µ µ∈ ζ ζ∈ ∈   (19k)
и, в случае > 1,k  включению 
 , 1
1
:= .k j k k
j I k
M M M −
∈ −
⊂

 (20
k
)
В силу (19
k
) для любого kMµ∈  имеет место включение 
1
12( ) \ ( 2 )),k k kV
−
− −ξ µ ∈ α − π  
вле-
кущее за собой неравенства 
  1 2cos ( ) sin 2 2 .k kk − − − −ξ µ ≥ ≥  (21)
Для любого kMµ∈  из (3), (18k) и (21) вытекают оценки
 
(18 )(3) (21) 1 12 (9 )2 2 (9 )211sh ln ( ) sh(2ln ( )) | cos ( ) | 2 sh(2ln ( )) 2 2 ,=
k k kk s k sk k
k k k k
+ +− − − − − +
+η µ η µ ξ µ η µ ≥≥ ≥
т. е., выполняется (18
k+1).
Положим =1( ) := .
k j
k jS jα α∑  Для любого ( 1,1)α∈ −  имеем равенства =1( ) = ( ) =
j '
jS
∞
+∞ αα α∑  
1 2= ((1 ) ) = 2(1 )'− −α− α −α .  Отсюда следуют соотношения 
1
=1= 2 = (2 ) = 8.
j
k js s j S
∞ − −
+∞ +∞≤ ∑
 
Из 
них, учитывая (18
k
), получаем оценку
  2sh ln ( ) 2 .
k
kη µ ≥  (22k)
Для любого ki I∈  верно включение 1 , 12 ( ) .k i k kV L W− − + ⊂  Тогда, поскольку , 1i kL +  – отрезок, 
найдется 1i kj I −∈  такое, что выполняется соотношение 
 1 , 12 ( ) .,k i k jiV L L k− − + ⊂  (23)
Из (4), (21) и (22
k
) следуют оценки
  
(21), (22 )(4)
1
2 | tg ( ) | 4 1
( ) 2 | sin ( ) | 2 | tg ( ) | .
ch2ln ( ) ( ) | cos ( ) | 2
=
kk
k k k k
k k k
+
ξ µ
ϕ µ ≤ ϕ µ ≤ ϕ µ ≤
η µ η µ ξ µ ≤  (24)
Отсюда вытекает включение 
 
(23)
1 2 , 1 2 ,2( ) ( ( )), = 0,1.k j k k k j kV+ −δ − − −δψ µ ∈ ψ µ δ  (25)
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В силу (23) имеем соотношения
 
(22 ) (23)1 1
1 1 , , , , 1 12 < 2 ,, , , ,
k k
j k j k i k i k i k i k j k j ki i i ib c b c b c b c
′
− − − −
− − − −− − − + + +≤ ≤
Отсюда получаем оценку 
 1, 1 ,| | 2 .,, 1
k
i k j k i kj ii
b b c ck
− −
−− ≤ − −−  (26)
Из (19
k
) следует соотношение 
 2 , 1 1| ( ) | = ., ,k j k j k j ki ib c−δ − −ψ µ −  (27)
Тогда вследствие (25)–(27) справедливы неравенства 
 
1 2 , ,
(25) (27)
2 , 1 1 2 , 2 , , 1 ,
( )
( ) ( ) ( ) ., ,
k j k i k
k j k j k k j k k j k i k j k i ki i
b
b b b c
+ −δ
−
−δ − + −δ −δ +
ψ µ − ≥
≥ ψ µ − − ψ µ −ψ µ − − ≥  (28) 
Определим функцию ( ) : [ 1,1]f ⋅ → −  равенством 1 ,( ) := sin( ( ) ).k i kf b+µ ψ µ −  Обозначим 
2 , 2 1,( ) := ( )sgn( ( ) ( )).j k j kg f f f −µ µ µ − µ  Из (28) следуют оценки
 2 1, 2 ,( ) < 0 < ( ).j k j kg g−µ ≤ −κ κ ≤ µ  (29)
Так как функция 1( )η ⋅  непрерывна, то также непрерывна и 1( ),k+ϕ ⋅  а следовательно, и функ- 
ция ( ).g ⋅  Поэтому и в силу (29) функция ( )g ⋅  удовлетворяет условиям леммы 2, в которой 
поло-жено 2 1, 2 ,[ , ] := [ , ],j k j ka b −µ µ  [ , ] := [ , ].c d −κ κ  Тогда, вследствие этой леммы, найдутся 
2 1, 1 2 , 1, ,,i k i k jiM k− + +µ µ ∈  2 1, 1 2 , 1< ,i k i k− + +µ µ  такие что отрезок , 1 2 1, 1 2 , 1= [ , ]i k i k i kM + − + +µ µ  удов лет-
воряет соотношениям , 1 , , 1( ) = [ , ] = {sin( )) | },i k i k i kg M b L+ +−κ κ ζ − ζ∈  т. е. выполняется равен ство 
(19
k+1). При этом включение , 1 ,i k jiM M k+ ⊂  влечет за собой соотношение (20k+1).
Заметим, что в случае = 1k  справедливы равенства 0 = 1,I  1 10,1 = [ 2 , 2 ],L − −− π π  откуда, полагая 
1 1
1 1,1 1,1 1,2:= = [ , ] := [ 2 , 2 ],M M
− −µ µ − π π  получаем равенства 1 1,1 1 1sin ( ) = sin([ , ]) =M a aξ −π + π +  
1= [ 1,1] = sin L− , т. е. верно соотношение (191). В силу (2) выполняются оценки 1sh ln ( ) =η µ  (2) 11 1 1 20 20 18 (9 )211 1= 2 ( ( ) ( )) 2 (2 2 ) 2 = 2 s− − − − −η µ − η µ − ≥≥ ,  означающие справедливость оценки (181).
По индукции, получаем справедливость соотношений (18
n
), (19
n
) и (20
n
) для любого 1 < .n∈
Из положительности меры Лебега множества kW  в силу (19k) имеем соотношение = .kM / ∅  
Отсюда, с учетом включения (20
n
), ,n∈  вытекает существование := lim .k kM M+∞ +∞ →+∞µ ∈
Вследствие (5
n
) и (22
n
), с учетом формулы Ляпунова [6, c. 41] для старшего характеристического 
показателя системы (1µ), верны оценки 
 
(5 ), (22 )
1
max ( ) = lim ln ( ,0) lim 2 ln (2 , 0) 1.
k kn n
A A
t t
A t X t X− −µ+∞ µ µ+∞ +∞→+∞ →+∞
λ ≥ ≥     
Теорема доказана.
Т е о р е м а 2 [1]. Система (1µ) имеет при любых > 0,kd d≥  1,k ≥  положительный старший 
характеристический показатель 2 ( )Aµλ  для всех µ из некоторого множества J положительной 
меры Лебега. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим := diag[1, 1].I −
 
Для любого ϕ∈ согласно (14) из [7] 
справедливо равенство 
 ( ) = ( ) .IU U Iϕ −ϕ  (30)
Для всех 0k∈  выполняются соотношения (E обозначает единичную матрицу) 
  (2 1, 2 2) = diag[ , ] = ch( ) sh( ) ,d dk kA k kX k k e e d E d I−− − +  (31k)
 (2 , 2 1) = ( ),A kX k k U b− µ +  (32k)
Обозначим через H класс матриц B, представимых в виде =1= ( ),
n
j jjB Uβ γ∑  , ,j jβ γ ∈  = 1, ,j n  
= ( ) .n n B ∈  Обозначим также =1:= ch ,
k
k jj dκ ∏  ,k∈  0 := 1,κ  =1:= .
k
k jjb b∑
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Предположим, что для некоторого k∈ найдутся матрицы , ,, ,k j k jB C H∈  = 1 , 2,j k k− −  
такие что имеет место равенство 
 
2
1 1 , ,
=1
(2 1, 0) = ( sh( ) ) ( ( 1) ) ( ( ) ( ) ).
k
A k k k k k j k j
j k
X k E d I U k b U j B IU j C
−
− −
−
− κ + κ µ − + + µ + µ∑  (33k)
В силу (30) для любого = 1 , 1j k k− −  справедливы соотношения 
 
(30)
(( )) ( ) ( ) ( ) = ( ( 1)) ( ).=k k kU b IU j IU b U j IU j U bµ + µ −µ − µ µ − −  (34)
Отсюда, поскольку I2 = E, следует равенство
 
(34)
1 1 1 1(ch( ) sh( ) ) (( )) ( ) (ch( ) sh( ) ) ( ( 1)) ( ).=k k k k k kd E d I U b IU j d E d I U j U b+ + + ++ µ + µ + µ − −  (35)
Тогда в силу (30), (31
k+1) и (32k) верны соотношения 
 
(31 ), (32 )1
(31 ), (32 ) (33 ), (35)1
1 1
(33 ), (35) 2
1 1 ,
=1
(2 1, 0) = (2 1, 2 ) (2 , 2 1) (2 1,0)
(ch( ) sh( ) ) (( )) (2 1,0)
(ch( ) sh( ) ) ( ) ( ( ( 1)) ( ) )
=
= =
=
k k
A A A A
k k k
k k k A
kk
k k k k k k j
j k
X k X k k X k k X k
d E d I U b X k
d E d I U k b U j U b B
+
+
+ +
−
+ +
−
+ + − −
+ µ + −
 
+ κ µ + + µ +

∑
( )
2
1 1 1 1 ,
=1
(ch( ) sh( ) ) sh( ) ( ( 2)) ( ) ( ( 1)) ( ) .
k
k k k k k k k k j
j k
d E d I d U k U b b U j U b C
−
+ + − −
−
+

 
+ + κ µ − − + µ − −  
 
∑
Отсюда видно, что найдутся матрицы 1, 1,, ,k j k jB C H+ + ∈  = , 1,j k k −  для которых выполняется 
равенство (33
k+1). Учитывая следующее из (331) соотношение (331), по индукции получаем, что 
равенство (33
n
) справедливо для любого .n∈
Для любой матрицы =1= ( )
n
j jjB U Hβ γ ∈∑  имеем 
 
=1 =1
( (1 )) = ( ( ) ( (1 ))) = ( ( (1 )) ( )) = ( (1 )) .
n n
j j j j
j j
BU k U U k U k U U k Bµ − β γ µ − β µ − γ µ −∑ ∑   (36)
Так как 
 ( ) = (cos ) (sin ) , ,U E Jτ τ + τ τ∈  (37)
то, вследствие (30), выполняются соотношения 
 
(30) (37)
( ) ( ) ((cos ) (sin ) ) .= =IU U I E J Iτ −τ τ − τ  (38)
Обозначим 1:= ( ) ,k k k kF E d I−κ + κ  .k∈  В силу (33k) и (36)–(38) справедливы соотношения 
 
(
(33 ), (36)2
0
(33 ), (36) (37), (38)22
1 , ,0
=1
(37), (38) 22 2
1 , ,0 0
=1
2
0
(2 1, 0) ( (1 ))
( ) ( ( ( 1)) ( ( 1)) )
( ( )) ( cos( ( )) )( )
(
=
= =
=
k
A
kk
k k k j k j
j k
k
k k k j k j
j k
X k U k d
F U b U j k B IU j k C d
F U b d j k d B IC
π
−π
−
−
−π π
−
−
π
− µ − µ
 
+ µ − + + µ − + µ  
 
µ + µ − µ + +
+
∫
∑∫
∑∫ ∫


), , 1sin( ( )) ) ( ) = 2 ( ).k j k j k kj k d J B IC F U b −µ − µ − π∫ 
 (39)
Отсюда следуют равенства 
 
2 2
0 0
(39)2
10
(2 1, 0) = (2 1, 0) ( (1 ))
(2 1, 0) ( (1 )) 2 2 sh 2 .=
A A
A k k k k k
X k d X k U k d
X k U k d F d
π π
π
−
− µ − µ − µ ≥
≥ − µ − µ π ≥ π κ + κ ≥ πκ
∫ ∫
∫
   
 
 (40)
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Поэтому, с учетом вытекающей из возрастания функции ch( )⋅  на промежутке (0, )+ ∞  оценки 
,jd d≥  ,j∈  выполняются соотношения 
  
(40)2
=0
=1 =1
ln (2 1, 0) ln(2 ) ln ch ln ch = ln ch .=
n n
A j
j j
X n d d d n d
π
µ
 
− µ π + ≥  
 
∑ ∑∫    (41)
Предположим, что при почти всех µ∈ старший характеристический показатель системы 
(1µ) равен нулю. Тогда из (41), в силу леммы Фату [8, с. 324], имеем оценки 
 
2 2
max=0 =0
2
=0
(41)2
=0
1
0 = ( ) = lim ln ( , 0)
ln (2 1, 0)lim
2 1
1 1
lim ln (2 1, 0) ln ch > 0.
2 1 2
A
t
A
t
A
t
A d X t d
t
X n
d
n
X n d d
n
π π
µµ µ →+∞
π
µ →+∞
π
µ→+∞
λ µ µ ≥
−
≥ µ
−
≥ − µ
−
∫ ∫
∫
≥∫
 
 
 
Полученное противоречие и доказывает теорему.
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